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1 Introduzione 

L’analisi multibody consente di studiare, da un punto di vista cinematico e dinamico, 

corpi rigidi connessi tra loro da coppie cinematiche di vario genere.  

L’analisi cinematica si avvale del metodo delle equazioni di vincolo, mentre per quella 

dinamica esistono particolari tecniche risolutive; per brevità saranno riportati gli aspetti 

teorici principali relativi alle analisi suddette, mentre i dettagli possono essere reperiti su 

[1] e [2]. 

Nell’ambito di questo lavoro si è svolta l’analisi cinematica e dinamica di un 

meccanismo piano, ovvero un quadrilatero articolato; è proprio a tale meccanismo, 

infatti, che può essere ricondotto un sistema composto da retroescavatore, sollevatore 

posteriore e braccio regolabile.   

Il retroescavatore non è altro che una macchina portata la quale consente la 

realizzazione di scavi; generalmente esso viene collegato ad un trattore mediante il 

sollevatore posteriore e sarà proprio il trattore a fornire la coppia necessaria al 

funzionamento.  

In Figura 1.1 si può notare l’assieme composto da sollevatore, retroescavatore e trattore. 

 

 
Figura 1.1 Assieme completo del sistema in analisi 

Osservando, invece, la Figura 1.2 si può analizzare in dettaglio il collegamento tra il 

sollevatore e il trattore nonchè la schematizzazione del quadrilatero articolato 

corrispondente. L’asta movente (A0A) rappresenta il braccio inferiore del sollevatore; il 

retroescavatore, invece, è rappresentato dalla biella del quadrilatero (AB). Il sistema si 

completa con il braccio regolabile, rappresentato dall’asta cedente del quadrilatero 

(B0B). 
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Figura 1.2 Dettaglio relativo al collegamento tra retroescavatore e trattore 

Grazie alla potenza ricevuta, il sollevatore, durante il suo funzionamento, determina un 

innalzamento di tutto il quadrilatero e, quindi, anche del retroescavatore. Se tale 

movimento non viene studiato in maniera accurata, gli operatori possono incorrere in 

incidenti gravi, specie se il trattore non è dotato di cabina protettiva. L’analisi di questo 

meccanismo, quindi, si rivela utile al fine di determinare le condizioni di 

funzionamento, scongiurando incidenti come, ad esempio, ribaltamenti. 

Per questo si vuole eseguire dapprima una analisi cinematica per studiare il movimento 

del quadrilatero, per poi passare all’analisi dinamica. 

L’esecuzione delle analisi è stata effettuata realizzando un codice in linguaggio Matlab 

che esegue tutte le operazioni che saranno descritte in seguito. 
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2 Analisi cinematica 

L’analisi cinematica è stata effettuata avvalendosi del metodo delle equazioni di 

vincolo. Prima di iniziare l’analisi è necessario individuare dei sistemi di riferimento, 

come mostrato in Figura 2.1.  

 
Figura 2.1 Sistemi di riferimento e misure caratteristiche del quadrilatero 

In questa figura, il quadrilatero si trova nella sua configurazione iniziale; si sono 

individuati un sistema di riferimento inerziale (O0-X0-Y0, in rosso nella figura 

precedente) e dei sistemi di riferimento solidali con i diversi membri del meccanismo 

(rappresentati in blu nella figura precedente). 

Le misure caratteristiche del quadrilatero risultano essere: 

• asta A0A: a = 0.670 m; 

• asta AB: b = 0.570 m; 

• asta B0B: r = 0.605 m; 

• coordinate della cerniera B0: X0B0 = 0.085 m Y0B0 = 0.370 mm; 

• angolo iniziale dell’asta movente rispetto all’asse X0: -13°.  
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Durante le analisi, il telaio non è stato considerato come corpo; pertanto i corpi in studio 

saranno 3: 

• corpo 1 � membro movente (A0A); 

• corpo 2 � biella (AB); 

• corpo 3 � membro cedente (B0B). 

 

Nell’applicazione del metodo delle equazioni di vincolo, al telaio è stato assegnato 

indice 0. Un ulteriore dato del problema riguarda la velocità angolare del membro 

movente, la quale è antioraria, costante e pari a 10 deg/s. La configurazione finale del 

quadrilatero viene raggiunta con una rotazione antioraria di 50° rispetto alla posizione 

iniziale, pertanto saranno impiegati 5 secondi per arrivare a fine corsa.  

Tornando al metodo delle equazioni di vincolo, una volta fissati i sistemi di riferimento, 

si analizzano le coppie cinematiche presenti. In tal caso si hanno 4 coppie rotoidali. 

Ognuna di queste coppie consente di introdurre 2 equazioni di vincolo per un totale di 8 

equazioni. Le incognite del problema, invece, risultano essere 9; infatti ogni corpo è 

caratterizzato da 3 coordinate generalizzate che sono incognite: 

• q3i-2, coordinata x del baricentro dell’i-esimo corpo (corrispondente all’origine 

del sistema di riferimento i-esimo) valutata nel sistema di riferimento inerziale; 

• q3i-1, coordinata y del baricentro dell’i-esimo corpo (corrispondente all’origine 

del sistema di riferimento i-esimo) valutata nel sistema di riferimento inerziale; 

• q3i, angolo misurato in verso antiorario dall’asse x del sistema di riferimento 

inerziale all’asse x del sistema di riferimento i-esimo. 

 

Ad esempio, la coordinata q1 rappresenterà la coordinata x del baricentro del primo 

corpo nel riferimento inerziale, la q2 sarà la coordinata y del baricentro del primo corpo 

sempre nel riferimento inerziale, la q3 rappresenterà l’angolo compreso tra gli assi x del 

sistema di riferimento del primo corpo e del riferimento inerziale e così via per gli altri 

corpi. Per una maggiore comprensione, le coordinate generalizzate sono riportate nella 

Figura 2.2, ripresa da [1]. 

 

 
Figura 2.2 Coordinate generalizzate usate nel metodo delle equazioni di vincolo 
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2.1 Analisi delle posizioni 

In base a quanto detto precedentemente, come ci si poteva aspettare, il quadrilatero 

presenta un grado di libertà: 

 
 �. �. �. � � �� � 9 � 8 � 1 (1)  

 

dove con n si è indicato il numero di coordinate generalizzate, ovvero 3 per corpo, 

quindi 9 in totale, e con m il numero di equazioni di vincolo, ovvero 2 per ogni coppia 

rotoidale, cioè 8 in tutto.  

Affinché, però, si abbia un sistema risolvibile di 9 equazioni in 9 incognite, bisogna 

introdurre una ulteriore equazione. Questa, detta vincolo di moto, fa riferimento ai dati 

del problema che affermano la costanza della velocità angolare del membro movente. 

Facendo riferimento a [1], si scrivono le equazioni relative alle 8 coppie rotoidali e il 

vincolo di moto suddetto.  

Tale sistema, rappresentato dal vettore ψ, presenta come uniche incognite le 9 

coordinate generalizzate; affinché sia rispettata la congruenza dei vincoli, tali equazioni 

devono essere uguagliate a 0: 

 
 ���, ��� � 0 (2)  

 � � ��� � �2 � cos�� � 0 (3)  

 � � ��� � �2 � sin�� � 0 (4)  

 � � �� � �2 � cos �� � �! � "2 � cos �#  � 0 
(5)  

 ! � �� � �2 � sin�� � �% � "2 � sin �#  � 0 
(6)  

 % � �! � "2 � cos�# � �& � '2 � cos �(  � 0 
(7)  

 # � �% � "2 � sin�# � �) � '2 � sin�( � 0 
(8)  

 & � ��& � '2 � cos �( � *+,+ � 0 (9)  

 ) � ��& � '2 � sin�( � -+,+ � 0 (10)  

 ( � �� � ��+ � . � � � 0 (11)  

 

Questo sistema non lineare è stato risolto mediante il codice Matlab a cui prima si era 

accennato.  

Dapprima vengono inseriti i dati di ingresso del problema nel file data.m; 

successivamente il file main.m richiama la subroutine coneq.m, la quale, grazie ad altri 
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file di libreria, assembla le equazioni di vincolo. Infine tali equazioni vengono risolte 

con il comando fsolve che consente di risolvere sistemi di equazioni trascendentali come 

quello precedentemente mostrato. Poiché si tratta di equazioni trascendentali, affinché il 

solutore fornisca la soluzione esatta corrispondente alla configurazione iniziale effettiva 

del quadrilatero, sono state inserite delle condizioni al contorno circa il valore delle 

coordinate q3, q6 e q9 al tempo 0. Queste ultime sono state determinate realizzando un 

modello del quadrilatero col software Solidworks. Di seguito si riportano le traiettorie 

dei baricentri dei 3 corpi nel riferimento inerziale. 

 

 
Figura 2.3 Posizioni x-y del baricentro del primo corpo (membro movente – A0A) 

 

 

Figura 2.4 Posizioni x-y del baricentro del secondo corpo (biella - AB) 
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Figura 2.5 Posizioni x-y del baricentro del terzo corpo (membro cedente – B0B) 

 
Figura 2.6 Posizioni x-y dei baricentri dei 3 corpi 

 

Come previsto, le traiettorie dei baricentri dei corpi 1 e 3 sono circolari; infatti essi 

ruotano attorno alle cerniere A0 e B0.  

Poiché il vincolo di moto inserito nel sistema introduce una dipendenza dal tempo, le 

equazioni sono state risolte per un arco di tempo che va da 0 a 5 secondi con uno step di 

calcolo di 0.001 s. Nelle figure successive, quindi, si riportano gli andamenti delle 9 

coordinate generalizzate in funzione del tempo. 
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Figura 2.7 Coordinata q1 in funzione del tempo 

 
Figura 2.8 Coordinata q2 in funzione del tempo 

 
Figura 2.9 Coordinata q3 in funzione del tempo 

 



Analisi cinematica 

 

9 

  

 
Figura 2.10 Coordinata q4 in funzione del tempo 

 
Figura 2.11 Coordinata q5 in funzione del tempo 

 
Figura 2.12 Coordinata q6 in funzione del tempo 
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Figura 2.13 Coordinata q7 in funzione del tempo 

 
Figura 2.14 Coordinata q8 in funzione del tempo 

 
Figura 2.15 Coordinata q9 in funzione del tempo 
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2.2 Analisi delle velocità 

Dopo aver calcolato i valori delle coordinate generalizzate, si è proceduto con la 

determinazione delle velocità dei baricentri dei 3 corpi. L’espressione che consente di 

valutare le velocità si ottiene derivando rispetto al tempo il vettore ψ(q,t). In tal modo si 

ottiene la seguente espressione: 

 
 /01��2 � � ��3� (12)  

 

dove: 

• 4�5 è la matrice Jacobiana del sistema ottenuta derivando le equazioni del 

vettore ψ rispetto alle coordinate generalizzate; 

• 6�7 è il vettore ψ derivato rispetto al tempo (sarà diverso da 0 solo per i vincoli 

di moto); 

• ��2 � è il vettore delle velocità incognite espresse nel riferimento inerziale. 

 

In quest’ultimo vettore, il termine �2 � rappresenterà la velocità del primo baricentro in 

direzione x, il termine �2� la velocità del primo baricentro in direzione y, il termine �2� la 

velocità angolare del primo baricentro e così via per gli altri termini.  

La matrice Jacobiana del sistema è stata calcolata sfruttando la subroutine jacobian.m, 

la quale consente di determinare l’espressione di questa matrice in funzione dei vincoli 

presenti. Mediante il codice realizzato, poi, è stato possibile calcolare le velocità; di 

seguito si riportano gli andamenti delle velocità dei baricentri dei tre corpi in funzione 

del tempo. 
 

 
Figura 2.16 Velocità in direzione x del baricentro del primo corpo 
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Figura 2.17 Velocità in direzione y del baricentro del primo corpo 

 
Figura 2.18 Velocità angolare del baricentro del primo corpo 

 
Figura 2.19 Velocità in direzione x del baricentro del secondo corpo 
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Figura 2.20 Velocità in direzione y del baricentro del secondo corpo 

 
Figura 2.21 Velocità angolare del baricentro del secondo corpo 

 
Figura 2.22 Velocità in direzione x del baricentro del terzo corpo 
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Figura 2.23 Velocità in direzione y del baricentro del terzo corpo 

 
Figura 2.24 Velocità angolare del baricentro del terzo corpo 

Dalla Figura 2.18 si può notare come, chiaramente, la velocità angolare del membro 

movente sia costante e pari a 0.1745 rad/s, ovvero 10 deg/s. Questo risultato deriva dal 

fatto che è stato imposto il vincolo di moto precedentemente discusso. 
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2.3 Analisi delle accelerazioni 

Successivamente, mediante derivazione dell’espressione (12), si può ottenere il sistema 

che consente di studiare le accelerazioni: 

 
 /01��8 � � �9� (13)  

 

dove: 

• 4�5 è la matrice Jacobiana precedentemente presentata; 

• ��8 � è il vettore delle accelerazioni incognite espresse nel riferimento inerziale; 

• �9� � �:/01��2 �;0��2 � � 2/031��2 � � �33� è un vettore che, in tal caso, 

presenta il secondo termine (che tiene conto dell’accelerazione di Coriolis) e il 

terzo termine nulli in quanto il vincolo di moto dipende linearmente dal tempo.  

 

Il vettore γ presenta delle espressioni caratteristiche a seconda del tipo di coppia 

cinematica che si sta considerando. Questo vettore, pertanto, è stato determinato 

sfruttando la subroutine gamma.m, la quale a sua volta sfrutta altre librerie.  

Il vettore �8  sarà costituito da nove elementi in cui �8 � rappresenterà l’accelerazione del primo 

baricentro in direzione x, il termine �8 � l’accelerazione del primo baricentro in direzione y, il 

termine �8 � l’accelerazione angolare del primo baricentro e così via per gli altri termini.  

Di seguito si riportano gli andamenti delle accelerazioni dei baricentri dei tre corpi in funzione 

del tempo. 
 

 
Figura 2.25 Accelerazione in direzione x del baricentro del primo corpo 
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Figura 2.26 Accelerazione in direzione y del baricentro del primo corpo 

 
Figura 2.27 Accelerazione angolare del baricentro del primo corpo 

 
Figura 2.28 Accelerazione in direzione x del baricentro del secondo corpo 
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Figura 2.29 Accelerazione in direzione y del baricentro del secondo corpo 

 
Figura 2.30 Accelerazione angolare del baricentro del secondo corpo 

 
Figura 2.31 Accelerazione in direzione x del baricentro del terzo corpo 
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Figura 2.32 Accelerazione in direzione y del baricentro del terzo corpo 

 
Figura 2.33 Accelerazione angolare del baricentro del terzo corpo 

Dalla Figura 2.27 si può notare come l’accelerazione angolare del baricentro del primo 

corpo sia nulla; ciò è congruente con quanto espresso dal vincolo di moto. 

2.4 Verifica dei risultati cinematici 

Poiché molti dei risultati successivi dipendono dai risultati cinematici appena esposti, si 

è ritenuto opportuno effettuare una analisi critica di questi ultimi per verificarne 

l’esattezza. Di seguito vengono presentate le diverse verifiche effettuate. 

2.4.1 Norma del vettore ψ 

Una volta determinati i valori delle coordinate generalizzate al variare del tempo, se si 

sostituiscono tali valori all’interno delle equazioni di vincolo, la norma del vettore ψ 
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deve risultare nulla. Ciò è necessario affinché sia rispettata la congruenza dei vincoli. 

Pertanto nel file main.m è stata determinata la norma di tale vettore, la quale risulta, al 

massimo, dell’ordine di 10-6 m, ovvero praticamente nulla. 

2.4.2 Traiettoria circolare del membro movente e cedente 

Come è noto, la traiettoria di un punto appartenente ad un’asta incernierata ad una 

cerniera fissa è circolare. Pertanto la traiettoria dei baricentri dei corpi 1 e 3 deve essere 

tale; ciò è evidente dalla Figura 2.3 e dalla Figura 2.5, ma per essere certi che la 

traiettoria sia veramente una circonferenza e non una curva che la approssimi, le 

coordinate q1, q2 e q7, q8 devono soddisfare l’equazione della circonferenza: 

 
 <�= � =+�� � �> � >+��?'� � 1 

(14)  

 

Implementando tale equazione nel codice, è stato possibile avere ulteriore conferma 

dell’esattezza dei dati ottenuti. 

2.4.3 Verifica di velocità e accelerazione come derivate numeriche 

Una volta determinati i valori delle coordinate generalizzate, se si opera la derivata 

numerica di esse rispetto al tempo si deve ottenere la velocità dei baricentri dei corpi: 

 
 @�� � ��� � =�� � ��� � =�����  

 

 

(15)  

Anche tale verifica ha dato esito positivo; infatti le velocità calcolate secondo quanto 

detto al paragrafo 2.2 risultano uguali a quelle determinate secondo la (15). 

Lo stesso controllo è stato fatto per le accelerazioni: 

 
 ��� � ��� � @�� � ��� � @�����  

 

(16)  

 

Anche in questo caso, le accelerazioni calcolate secondo quanto detto al paragrafo 2.3 

risultano uguali a quelle determinate secondo la (16). 
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2.4.4 Analisi mediante CosmosMotion 

Infine l’ultima verifica è stata effettuata mediante il software CosmosMotion.  

Inizialmente è stato realizzato un modello del quadrilatero in questione mediante il 

software Solidworks. Affinché  i risultati forniti da CosmosMotion fossero confrontabili 

con quelli ottenuti dal codice elaborato, nella realizzazione dell’assieme si è fatta 

attenzione ad avere una configurazione relativa ai sistemi di riferimento uguale a quella 

mostrata in Figura 2.1. 

Successivamente è stata assegnata al membro movente una velocità angolare costante 

pari a 10 deg/s ed infine sono state eseguite le analisi cinematiche.  

I risultati ottenuti sono del tutto congruenti con quelli ottenuti con il codice realizzato e 

si possono trovare nella cartella “Confronto Cosmosmotion-Matlab” presente nel cd 

allegato.  

Per brevità non si riportano tutti i grafici relativi alle analisi cinematiche eseguite e 

quelli che mostrano il confronto tra i due metodi di analisi ma, a titolo di esempio, si 

riporta il confronto dei risultati relativi all’accelerazione della biella del quadrilatero. 

 

 
Figura 2.34 Scarto CosmosMotion-codice Matlab - accelerazione direzione x biella 
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Figura 2.35 Scarto CosmosMotion-codice Matlab - accelerazione direzione y biella 

 

 
Figura 2.36 Scarto CosmosMotion-codice Matlab - accelerazione angolare biella 
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3 Analisi dinamica 

L’analisi dinamica del quadrilatero può essere affrontata per via diretta o per via 

inversa. L’analisi dinamica inversa sfrutta le accelerazioni determinate al capitolo 

precedente e in tal modo permette di calcolare la coppia motrice da fornire al membro 

movente, affinché questo si muova soddisfacendo il vincolo di moto imposto. Nella 

dinamica inversa verrà inizialmente considerato il quadrilatero così come è stato 

presentato finora e, successivamente, verrà inserito un elemento viscoelastico tra le 

cerniere A0 e B. L’analisi dinamica diretta, invece, può essere intesa come una verifica 

di tutto il lavoro svolto. Infatti in tale analisi si rimuove il vincolo di moto ma si 

fornisce al sistema la coppia motrice determinata nella dinamica inversa. Così facendo, 

ci si preoccuperà di risolvere il problema dinamico andando a determinare posizioni, 

velocità e accelerazioni che dovranno essere congruenti con quelle determinate nel 

capitolo precedente. 

3.1 Analisi dinamica inversa 

Mediante il principio di Lagrange e l’uso della funzione lagrangiana estesa, si può 

formulare il problema dinamico in questa maniera: 

 
 <A?��8 � � /01B�C� � �DE� (17)  

 

dove: 

• <A? è la matrice delle masse; 

• ��8 � è il vettore delle accelerazioni; 

• /01 è la matrice Jacobiana del sistema; 

• �C� è il vettore dei moltiplicatori di Lagrange; 

• �DE� è il vettore delle forze esterne.  

 

I dettagli relativi al modo in cui si giunge alla (17) si possono trovare su [1]. 

Il vettore delle accelerazioni è costituito dalle accelerazioni determinate nell’analisi 

cinematica esposta al precedente capitolo. 

La matrice delle masse, invece, presenta sulla sua diagonale principale le sottomatrici di 

massa dei singoli corpi, così strutturate: 

 
 F� 0 00 � 00 0 GHI 

(18)  



Analisi dinamica 

 

23 

  

La matrice M, quindi, avrà un numero di righe e colonne pari a tre volte il numero dei 

corpi ovvero, in questo caso, avrà dimensioni 9x9. 

Per calcolare la coppia motrice necessaria a soddisfare il vincolo di moto imposto, 

ovvero velocità angolare del membro movente costante e pari a 10 deg/s, è necessario 

determinare il vettore dei moltiplicatori di Lagrange. Tale vettore, moltiplicato per /01B, assume il significato di reazione vincolare (considerazioni relative al segno 

algebrico saranno fatte successivamente). Il vettore risultante avrà al primo elemento la 

reazione lungo x sul primo corpo, al secondo elemento la reazione lungo y sul primo 

corpo, al terzo elemento la coppia di reazione sempre sul primo corpo e così via per gli 

altri corpi. Ma è bene sottolineare che tali reazioni sono relative al baricentro del corpo 

i-esimo e determinate nel riferimento inerziale; pertanto dal prodotto della terza riga per 

il vettore dei moltiplicatori di Lagrange si otterrà una coppia che terrà conto della 

presenza sul primo corpo delle azioni della cerniera A0 e A. In altre parole, la coppia 

ottenuta sarà la somma di tre contributi, uno dovuto alla coppia presente in A0 che fa 

muovere il quadrilatero e gli altri due dovuti alla coppia di trasporto presente in quanto 

c’è stata la traslazione delle reazioni delle cerniere nel baricentro del corpo. Poiché si è 

interessati alla coppia che garantisce il soddisfacimento del vincolo di moto, bisogna 

ricordare che tale equazione era stata inserita per ultima nel vettore ψ. A ciò corrisponde 

chiaramente una riga con tutti termini nulli nella matrice Jacobiana, tranne che per 

l’elemento in riga 9 e colonna 3. Per sapere quale sarà la coppia sul primo corpo, si 

prendono le prime tre colonne dell’ultima riga della matrice Jacobiana, le si 

traspongono e poi si effettua la moltiplicazione per il moltiplicatore di Lagrange 

corrispondente, in questo caso λ9. A quanto detto bisogna aggiungere che, vista 

l’espressione della dinamica fornita dall’equazione (17), le reazioni vincolari, ovvero le 

azioni sul corpo in studio, sono pari al prodotto /01B�C� portato a destra dell’uguale, 

dalla parte delle forze generalizzate e, quindi, pari a �/01B�C�. 
In base a quanto esposto, la coppia agente sul corpo 1 necessaria a far rispettare il 

vincolo di moto sarà pari a – λ9.  

3.1.1 Coppia motrice in assenza dell’elemento viscoelastico 

Il vettore delle forze esterne, in generale, è così strutturato: 

 
 �DE� � 6 DJ�,+ DK�, L�, … ,++ DJN,+ DKN , LN++ 7B (19)  

 

ovvero raccoglie le forze esterne in direzione x e y e la coppia agenti sull’i-esimo corpo, 

espresse nel sistema di riferimento inerziale. In questo caso, poiché non agiscono altre 
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forze esterne, in tale vettore saranno presenti solo le forze di gravità, prese col segno 

negativo in base al riferimento inerziale scelto. Il vettore Fe avrà dimensioni 9x1. 

I moltiplicatori di Lagrange possono essere determinati dalla risoluzione della (17):  

 
 �C� � O/01BPQ� � <�DE� � <A?��8 �? (20)  

 

Successivamente si può determinare il valore della coppia nel tempo; nella Figura 3.1 

sono mostrati i risultati ottenuti. 

 

 
Figura 3.1 Coppia motrice applicata al membro movente in assenza di elemento viscoelastico 

Come si può osservare, il valore della coppia è sempre positivo e ciò sta a significare 

che, chiaramente, la coppia sarà antioraria, proprio come la velocità angolare e la 

rotazione del membro movente del quadrilatero. Il valore della coppia inizialmente sale 

per poi decrescere rapidamente dopo circa 1 s. Un andamento di questo tipo è 

qualitativamente giustificato se si pensa al movimento effettuato dal quadrilatero in 

studio: in tal caso le uniche forze che la coppia deve vincere sono quelle peso.  Nella 

prima parte della rotazione, i baricentri dei corpi si allontanano dal polo A0; in tal modo 

i bracci delle forze peso aumentano e la coppia motrice deve crescere. Col procedere 

della rotazione, tali forze riducono via via il loro braccio rispetto al polo A0, 

determinando una riduzione della coppia motrice. Sebbene la coppia si mantenga 

piuttosto alta, raggiungendo un picco di 924 Nm, si può dare una ulteriore 

giustificazione a tali valori facendo delle considerazioni sulla configurazione iniziale del 

quadrilatero. In Figura 3.2 è rappresentato lo schema statico equivalente al caso in 

studio. Affinché  sia garantito l’equilibrio, nella cerniera A0 deve essere applicata la 

coppia M, la quale è proprio la coppia che interessa calcolare. Pertanto, scrivendo le 
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equazioni di equilibrio,  si può calcolare questo valore; da tale valore iniziale, poi, la 

coppia avrà un andamento come quello precedentemente descritto. 

 
Figura 3.2 Schema statico equivalente relativo alla configurazione iniziale del quadrilatero 

Equazioni di equilibrio: 

 
 R SK � D� � SKT� � 0SJ � SJT� � 0A � D� � � � SKT� � " � SJT� � U � 0V 

(21)  

 
 R �SKT� � D� � SKT� � 0�SJT� � SJT� � 0�D� � � � SKT� � W � SJT� � X � 0V 

(22)  

 
 R SK� � D� � SKT� � 0SJ� � SJT� � 0�D� � � � SKT� � Y � SJT� � Z � 0V 

(23)  
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dove: 

• F1 = 49.05 N   forza peso del primo corpo; 

• F2 = 1334.16 N  forza peso del secondo corpo; 

• F3 = 46.107 N  forza peso del terzo corpo;  

• a = 0.32641 m  braccio forza F1 rispetto ad A0; 

• b = 0.65283 m  braccio forza RyP1 rispetto ad A0; 

• c = 0.15072 m  braccio forza RxP1 rispetto ad A0; 

• d = 0.01762 m  braccio forza F2 rispetto ad A; 

• e = 0.03525 m  braccio forza RyP2 rispetto ad A; 

• f = 0.56891 m  braccio forza RxP2 rispetto ad A; 

• g = 0.30154 m  braccio forza F3 rispetto a B0; 

• h = 0.60308 m  braccio forza RyP2 rispetto a B0; 

• i = 0.04819 m  braccio forza RxP2 rispetto a B0. 

 

Risolvendo tali equazioni si ha che M = 910.8 Nm, in perfetto accordo con quanto 

fornito dal codice elaborato per la posizione di partenza. 

3.1.2 Coppia motrice in presenza dell’elemento viscoelastico 

Nel caso in cui si aggiunga la presenza di un elemento viscoelastico, vi sarà una 

variazione del vettore delle forze generalizzate. Infatti nel vettore saranno presenti i 

contributi delle forze peso, ma anche quelli dovuti all’elemento viscoelastico. In base a 

quanto richiesto, tale elemento è stato aggiunto come collegamento tra le cerniere A0 e 

B. Dopo l’aggiunta dell’elemento viscoelastico ci si aspetta un aumento della coppia 

motrice rispetto al caso precedente, mantenendo, comunque, un andamento simile a 

quello visto in precedenza. L’aumento della coppia è dovuto al fatto che, mentre le 

cerniere in questione tendono ad allontanarsi, l’elemento viscoelastico esercita una forza 

contraria al movimento che determina una richiesta di coppia superiore. 

 

 
Figura 3.3 Schema del quadrilatero con l'aggiunta dell'elemento viscoelastico 
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Per tener conto di questo elemento, poiché risulterà effettivamente caricata la cerniera in 

B, le forze determinate saranno considerate applicate alla biella. Questa posizione non 

altera i risultati ottenuti in quanto la cerniera reagirà diversamente garantendo 

comunque l’equilibrio del vincolo. Per quanto riguarda la cerniera A0, in tal caso 

l’elemento esercita una forza su una cerniera collegata al telaio, quindi non si registra 

alcun effetto. 

Il modulo della forza esercitata dall’elemento viscoelastico è pari a: 

 
 D � [ � �� � �+� � U � �2 (24)  

 

dove: 

• k è la costante elastica della molla pari a 200 N/m; 

• l0 è la lunghezza a riposo della molla pari a 0.756 mm; 

• l è la lunghezza della molla al determinato istante di tempo; 

• c è il coefficiente di smorzamento pari a 25 Ns/m; 

• �2 è la velocità con cui si allontanano o avvicinano gli estremi dello smorzatore. 

 

Poiché, in generale, forze di questo tipo possono non essere applicate al baricentro di un 

corpo, ed è proprio questo il caso, il vettore che esprime le componenti di forza conterrà 

anche una coppia di trasporto dovuta al trasferimento delle forze dal punto di 

applicazione al baricentro del corpo in questione.  

Alle componenti 4, 5, 6 del vettore Fe dovranno, quindi, aggiungersi i termini: 

 
 �DE� � �D� � \

�+ ]+,J�+ ]+,K6 �+ ]+,7B � < ^�+ �? � 6 _� ,7` 

 

(25)  

dove: 

• 6 _� ,7 è il vettore,espresso nel riferimento locale, che va dal baricentro del corpo 

2 alla cerniera B, pari a {0.570/2;0}T; 

• < ^�+ �? è la matrice che contiene i termini della matrice di rotazione < a�+ �? 
derivati; 

• < a�+ �? � bUc_�# �_Z��#_Z��# Uc_�# d; 
• 6 �+ ]+,7 è il vettore che esprime la distanza tra le cerniere A0 e B in coordinate 

x e y del riferimento inerziale ed è pari a 6 �+ ]+,7 � < a�+ �? � 6 _� ,7 � 6�4, �57L . 
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Nella pratica costruttiva, l’elemento viscoelastico può essere sostituito con un elemento 

rigido. Una modifica di questo tipo consente di eliminare l’unico grado di libertà del 

meccanismo, evitando il moto relativo tra il mezzo in movimento e il trattore, 

aumentando così la sicurezza del sistema.  

Il dimensionamento dell’elemento rigido può essere fatto sfruttando il dato relativo alla 

massima forza registrata durante il movimento e all’espressione relativa alla rigidezza di 

un’asta sollecitata normalmente. Per quanto riguarda il calcolo della sezione 

dell’elemento rigido vale la relazione:  

 
 [ � ga�  

(26)  

 

dove A è la sezione dell’elemento rigido mentre E è il modulo di Young del materiale 

scelto. Per quanto riguarda il valore massimo della tensione normale agente varrà la 

relazione:  

 
 h � Di]ja  

(27)  

 

In termini pratici, il valore massimo della tensione di progetto terrà conto anche di un 

coefficiente di sicurezza. 

Tornando alla determinazione della coppia motrice in presenza dell’elemento 

viscoelastico, risolvendo l’equazione (17) si può valutarne l’andamento nel tempo. In 

base alle considerazioni effettuate, ci si aspetta un andamento della coppia simile a 

quello del caso precedente ma traslato verso valori più alti. Le figure seguenti 

confermano queste ipotesi.  

 

 
Figura 3.4 Coppia motrice applicata al membro movente in presenza dell’elemento viscoelastico 
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Figura 3.5 Confronto dell'andamento della coppia nei due casi 

Dalle figure mostrate risulta inoltre evidente come l’aggiunta dell’elemento 

viscoelastico non alteri in maniera notevole il valore della coppia da applicare. 

3.2 Analisi dinamica diretta 

Nell’analisi dinamica diretta si prescinde dai risultati ottenuti dalla cinematica, in 

quanto, data una coppia al membro movente pari a quella calcolata ai paragrafi 

precedenti, si vuole verificare se effettivamente il meccanismo si muove secondo il 

vincolo di moto, adesso rimosso, imposto precedentemente. 

Il problema diretto impone la risoluzione di un sistema algebrico differenziale (DAE) 

con indice di formulazione 3 (ovvero si deve derivare per tre volte rispetto al tempo per 

avere un sistema algebrico differenziale ordinario ODE): 

 
 k<A?��8 � � /01B�C� � �DE�  l W�mZ�Z"'Zc�� � 0 l Uc��'mW�n� V 

 

(28)  

Derivando due volte la seconda equazione si ottiene un sistema di indice 1: 

 
 o<A?��8 � � /01B�C� � �DE� /01��8 � � �9� V 

 

(29)  

 

 

 



Analisi dinamica 

 

30 

  

In forma matriciale il sistema può essere scritto nella seguente maniera: 

 
 F <A? /01B/01 <0? I � p��8 ��C�q � p�DE��9� q (30)  

 

I diversi termini presenti nell’equazione precedente sono stati discussi in precedenza. Si 

vuole solo porre l’attenzione sul fatto che, avendo rimosso il vincolo di moto, adesso la 

matrice Jacobiana sarà rettangolare e di dimensioni 8x9. Complessivamente, però, la 

matrice a sinistra dell’uguale è comunque quadrata e di essa può essere calcolata 

l’inversa. 

La risoluzione di un problema di questo tipo può essere effettuata seguendo vie diverse. 

Di seguito si riportano i metodi adottati per risolvere il problema dinamico diretto e il 

confronto con i risultati ottenuti dalla cinematica. 

3.2.1 Metodo delle differenze finite 

Il metodo delle differenze finite consente di risolvere numericamente equazioni 

differenziali e, quindi, si adatta bene al problema in studio. 

Per applicare tale metodo si parte dalla conoscenza delle condizioni iniziali in termini di 

posizioni e velocità. Note queste grandezze al tempo 0, si può conoscere anche il vettore 

γ e la matrice Jacobiana. Quindi, dall’espressione (30), si possono calcolare le incognite  �8  e C. Successivamente si calcolano le grandezze al tempo t+∆t, facendo riferimento 

alle grandezze determinate allo step di calcolo precedente. Si avrà che: 

 
 p ��2 �� � r��� � ��8 ���� � r� � ��2 �������� � r��� � 0.5 � ��8 ���� � r�� � ��2 ���� � r� � ������V (31)  

 

Una volta determinate posizione e velocità al tempo t+∆t, si calcolano γ e la matrice 

Jacobiana e si risolve l’espressione (30). In tal modo si determinano accelerazioni e 

moltiplicatori di Lagrange al tempo t+∆t; il calcolo, poi, prosegue secondo questo iter. 

Questo metodo di risoluzione è implementabile in maniera semplice ma presenta alcuni 

limiti per quanto riguarda i risultati forniti. Infatti ad ogni calcolo di posizioni, velocità 

e accelerazioni si commettono degli errori che, col passare del tempo, si sommano. 

Questo è evidenziato dall’andamento della norma del vettore ψ nel tempo. Come 

discusso in precedenza, tale norma deve essere uguale a 0 affinché sia rispettata la 

congruenza dei vincoli; tuttavia, sostituendo i valori delle coordinate generalizzate così 

calcolati, la norma di questo vettore cresce nel tempo pressoché linearmente, seppur 

mantenendosi entro valori contenuti. 
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Nella figura seguente si mostra l’andamento della norma di ψ nel caso in cui non sia 

presente l’elemento viscoelastico. È stata eseguita la simulazione anche nel caso in cui è 

presente l’elemento viscoelastico (i due casi si differenziano semplicemente per il 

vettore delle forze esterne Fe) ma, per brevità, non si riporta il grafico della norma di ψ 

che, comunque, ha fornito risultati praticamente uguali a quelli mostrati nella figura 

seguente. 

 

 
Figura 3.6 Norma del vettore ψ in assenza dell’elemento viscoelastico 

Nell’intervallo di tempo relativo alla simulazione eseguita, il valore massimo è 

dell’ordine di 10-5 m, risultato comunque buono viste le dimensioni caratteristiche del 

problema in studio. Effettivamente, però, se si volesse eseguire una simulazione 

prolungata nel tempo, tale valore inizierebbe ad assumere valori non trascurabili. 

In ogni caso, l’andamento della norma del vettore ψ rispecchia le ipotesi fatte.  

Poiché, però, si sono voluti escludere problemi relativi all’implementazione del metodo 

delle differenze finite, sono state fatte delle valutazioni sui risultati ottenuti. 

Ad esempio, alcune considerazioni sono state fatte confrontando gli andamenti di 

posizioni, velocità e accelerazioni ottenuti con l’analisi cinematica e con quella 

dinamica diretta. A titolo di esempio, nelle figure seguenti si riportano i confronti 

relativi ai termini ��,  ��,2  �8�. 

 



Analisi dinamica 

 

32 

  

 
Figura 3.7 Confronto tra cinematica e dinamica diretta per q1 

 
Figura 3.8 Confronto tra cinematica e dinamica diretta per qp1 

 
Figura 3.9 Confronto tra cinematica e dinamica diretta per qpp1 
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Dai grafici esposti si può notare come, man mano che la norma di ψ cresce, 

corrispondentemente si verificano degli errori crescenti su posizioni, velocità e 

accelerazioni. Se si fosse trattato di un problema di implementazione, le grandezze 

ricavate nella dinamica diretta non sarebbero state congruenti con quelle determinate 

nella cinematica fino a 4 secondi, come emerge dai grafici presentati.  

Inoltre si è verificata la dipendenza in termini di derivate tra posizioni, velocità e 

accelerazioni determinate nella dinamica diretta: tale verifica ha dato esito positivo, 

confermando che le velocità determinate risultano essere le derivate delle posizioni e le 

accelerazioni calcolate le derivate delle velocità.  

Tuttavia è comunque da tener presente lo scarto tra queste soluzioni e quelle esatte 

determinate nella cinematica; gli scarti percentuali sono arrivati a valori piuttosto 

elevati, superiori in alcuni casi al 100%. Si è pensato che il problema sia relativo ai 

limiti che presenta il metodo delle differenze finite.  

Ad esempio, tale metodo dipende notevolmente dal ∆t scelto. A conferma di ciò, mentre 

le analisi precedenti sono state eseguite con un ∆t pari a 0.001 s, si sono voluti valutare i 

risultati della dinamica diretta prendendo un ∆t pari a 0.0001 s. In questo secondo caso, 

i tempi di calcolo si sono amplificati ma dalle figure seguenti è anche possibile notare 

come la norma del vettore ψ si sia ridotta di un ordine di grandezza.  

Un miglioramento lo si registra anche nel confronto tra le singole posizioni, velocità e 

accelerazioni; l’errore assoluto e percentuale, globalmente, viene ridotto in maniera 

notevole. 

 

 
Figura 3.10 Norma del vettore ψ senza elemento viscoelastico 
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Figura 3.11 Confronto tra cinematica e dinamica diretta per q1 

 

Figura 3.12 Confronto tra cinematica e dinamica diretta per qp1 

 

Figura 3.13 Confronto tra cinematica e dinamica diretta per qpp1 
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La riduzione degli errori consente di concludere che l’accuratezza del metodo dipende 

notevolmente dal ∆t scelto; nel caso in cui il ∆t è pari a 0.0001 s, però, i tempi di 

calcolo crescono di 25 volte (125 secondi contro 3125 secondi). 

Ulteriore prova della corretta implementazione la si è avuta analizzando il sistema 

soggetto alla sola forza peso. In tal caso, senza la coppia motrice, il sistema evolve più 

lentamente e ci si aspetta che col metodo delle differenze finite si riesca ad analizzare in 

maniera migliore il sistema. In questo caso, infatti, il calcolo discretizzato delle funzioni 

relative a posizioni, velocità e accelerazioni eseguito con questo metodo dovrebbe 

riuscire ad “inseguire” correttamente l’andamento delle funzioni originali.   

Quando le aste del quadrilatero vengono lasciate sotto l’effetto della forza peso, le 

diverse coordinate generalizzate sono caratterizzate da andamenti periodici nel tempo (il 

fenomeno è riconducibile al comportamento di un pendolo).  A titolo di esempio si 

riporta l’andamento della coordinata generalizzata q1 che consente di validare 

ulteriormente l’implementazione del metodo. 

 

 
Figura 3.14 Andamento della coordinata generalizzata q1 sotto l'effetto della sola forza peso 

Concludendo si afferma che, scongiurati i problemi di implementazione, il metodo delle 

differenze finite ha presentato alcuni limiti dovuti, probabilmente, alla coppia elevata 

agente sul meccanismo. Alla luce di tutto ciò ci si è voluti concentrare su altri metodi di 

integrazione per avere risultati migliori. 
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3.2.2 Stabilizzazione di Baumgarte 

La stabilizzazione di Baumgarte può essere applicata al metodo delle differenze finite 

con lo scopo di annullare la norma di ψ dopo un transitorio. Per fare ciò si fa riferimento 

ai seguenti termini: 

 
  � ���, ��� � 02 � /01��2 � � �3� � 08 � /01��8 � � �9� � 0  

(32)  

 

Se le grandezze determinate fossero corrette, si dovrebbe avere  � 2 � 8 � 0; 

poiché, però, come si è mostrato, vi sono degli errori di calcolo, le condizioni espresse 

dalla (32) non sono verificate. Pertanto si introducono due coefficienti, α e β, tali per 

cui: 

 
 8 � 2s2 � t� � 0 (33)  

 

Sostituendo l’equazione (33) nell’equazione (29) relativa alle accelerazioni, 

quest’ultima assume la forma /01��8 � � �9� � 2s2 � t� � 0.  

Pertanto il problema, in forma matriciale, diventa: 

 
 F <A? /01B/01 <0? I � p��8 ��C�q � p �DE��9� � 2s2 � t�q (34)  

 

Da tale sistema si otterranno delle accelerazioni esatte, ma non i moltiplicatori di 

Lagrange esatti. Essi, infatti, si discostano dai valori veri per effetto della violazione dei 

vincoli espressa dal termine �2s2 � t�. In ogni caso, poiché si vuole effettuare una 

verifica sulla cinematica, non si è tenuto conto dell’inesattezza dei λ. Se si fossero voluti 

determinare i λ effettivi, si sarebbero dovute prima trovare le accelerazioni col metodo 

di Baumgarte e poi risolvere il problema espresso dall’equazione (17). 

Facendo il parallelo con l’equazione che descrive un sistema massa-molla-smorzatore 

(�=8 � U=2 � [= � 0) si vogliono determinare i valori di α e β relativi alla condizione di 

smorzamento critico. In questa condizione, infatti, dopo un’oscillazione iniziale nel 

transitorio, nel sistema equivalente l’oscillazione si riduce notevolmente fino ad 

annullarsi. Teoricamente dovrebbe valere la condizione α=β=1/∆t. Avendo scelto un ∆t 

pari a 0.001 s, però, i due coefficienti assumono valori troppo elevati, per cui il 

calcolatore non riesce a trovare la soluzione. 
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Eseguendo diverse prove, si è potuto riscontrare che alla condizione teorica non 

corrisponde il risultato desiderato in termini di norma di ψ. Di seguito si riportano solo i 

risultati più significativi tra quelli ottenuti. 

Scegliendo α=20 e β=1 si è riusciti a diminuire notevolmente la norma di ψ (si confronti 

la Figura 3.6 con la seguente), tuttavia non si è riusciti ad ottenere l’andamento 

smorzato desiderato. 

 

 
Figura 3.15 Norma del vettore ψ in assenza dell’elemento viscoelastico e con la stabilizzazione di 

Baumgarte 

Questo risultato è sicuramente buono se si analizza il valore della norma di ψ, ma tale 

valore, in ogni caso, continua a crescere nel tempo. 

Per quanto riguarda la configurazione imposta, il grafico mostrato è relativo alla 

migliore combinazione trovata dei due coefficienti α e β. 

Fatte queste considerazioni si è passati a pensare a quale potesse essere il problema del 

mancato smorzamento della norma di ψ. Si è ipotizzato, ad esempio, che il mancato 

smorzamento poteva essere dovuto al poco tempo per il quale veniva svolta la 

simulazione. In altre parole, si è allungato il tempo di simulazione, facendo partire l’asta 

movente da –90° ed imponendo un tempo di simulazione di 10.5 secondi (l’asta 

movente è stata fatta partire dal valore riportato al fine di evitare configurazioni 

critiche). 

Un’altra considerazione è stata fatta relativamente alla coppia; come si può notare dalla 

Figura 3.5, la coppia da applicare al membro movente è estremamente elevata. 

Oltretutto tale coppia, in base al modello fatto, dovrebbe essere applicata 

istantaneamente; ciò, da un punto di vista pratico, non è chiaramente possibile. Allora si 

è ridotta la coppia motrice fornita al membro movente di 300 Nm al solo fine di vedere 
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se potesse essere raggiunto l’andamento smorzato della norma di ψ e di poter verificare 

gli effetti della stabilizzazione di Baumgarte.  

Anche in questo caso sono state fatte numerose prove relative alla ricerca dei migliori 

valori di α e β. Nella figura seguente è riportato il risultato migliore ottenuto, 

corrispondente ad α=200 e β=1. 

 

 
Figura 3.16 Norma del vettore ψ in assenza dell’elemento viscoelastico e con la stabilizzazione di 

Baumgarte 

 

Come si può notare, l’andamento della norma di ψ è smorzato ma, purtroppo, non si è 

riusciti a raggiungere la condizione di smorzamento critico. In ogni caso ci si è ritenuti 

soddisfatti del risultato ottenuto in quanto, fatte opportune posizioni, si è potuta 

comunque mostrare l’efficacia della stabilizzazione di Baumgarte. 

Cambiando la coppia, però, si perde il confronto con i risultati della cinematica; infatti, 

fornire una coppia inferiore a quella richiesta equivale a non soddisfare il vincolo di 

moto e, quindi, il quadrilatero si muoverà secondo posizioni, velocità e accelerazioni 

diverse. Inoltre, riducendo la coppia, il membro movente non potrà più compiere la sua 

rotazione in quanto, passando ad esempio per la posizione di -13° (condizione iniziale 

originariamente imposta), sarà comunque richiesta una coppia dell’ordine dei 900 Nm. 

Ciò è confermato dalla figura seguente, che mostra l’andamento di q1 nel tempo, 

ottenuto con la stabilizzazione di Baumgarte. 
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Figura 3.17 Andamento di q1 nel tempo nel caso di coppia motrice ridotta 

Come si può notare, per effetto della riduzione della coppia motrice, la q1 non supera 

mai il valore massimo raggiunto nel caso in cui la coppia motrice era quella effettiva (si 

confronti la figura precedente con la Figura 2.7) e, addirittura, il meccanismo 

inizialmente ruota in verso opposto a quello desiderato. Concludendo, si vuole ricordare 

che quest’ultima verifica, sebbene non abbia particolare senso dal punto di vista del 

funzionamento del meccanismo in quanto non garantisce il movimento desiderato, si è 

rivelata utile per testare il metodo di stabilizzazione di Baumgarte. 

3.2.3 Integrazione mediante la funzione ODE45 

Il linguaggio di programmazione Matlab mette a disposizione dell’utente delle funzioni 

per la soluzione di equazioni differenziali ordinarie. Una di queste è la funzione ODE45 

la quale, in base a quanto riportato da [3] e [4], si rivela particolarmente adatta come 

prima tecnica da provare per la risoluzione di una equazione differenziale. Il metodo di 

risoluzione numerico implementato è una variante del metodo di Runge-Kutta, 

denominato formula di Dormand-Prince. 

Innanzitutto si vuole introdurre il problema differenziale da risolvere; si potrebbe far 

riferimento al problema dinamico come era stato presentato in precedenza. Tuttavia, si è 

voluto far riferimento al procedimento sviluppato da Udwadia e Kalaba. Di seguito si 

riporta l’espressione dell’accelerazione del sistema, mentre per i dettagli si fa 

riferimento a [1]. Mediante operazioni sulle matrici che entrano in gioco, il 

procedimento sviluppato da Udwadia e Kalaba consente di disaccoppiare il problema 

relativo alla determinazione di posizioni, velocità e accelerazioni da quello relativo alla 

determinazione dei moltiplicatori di Lagrange. L’espressione dell’accelerazione, che 

sarà poi integrata per determinare velocità e posizioni, è la seguente: 

 
 ��8 � � 6�8u7 � �<A?Q+.% � <v?w� � :�9� � /01 � 6�8u7; (35)  
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dove: 

• 6�8u7 � <A?Q� � �DE�; 
• <A? matrice delle masse; 

• �9� vettore dipendente dai vincoli del sistema; 

• /01 matrice Jacobiana del sistema; 

• <v?w pseudoinversa della matrice <v? � /01 � <A?Q+.%. 
  

Poiché la funzione ODE45 opera con sistemi di equazioni differenziali al primo ordine, 

sarà necessario introdurre un vettore y così definito: 

 
 �>� � p�����2 �q (36)  

 

La derivata del vettore y rispetto al tempo, sarà, pertanto: 

 
 �>2 � � p��2 ���8 �q (37)  

 

Affinché l’integrazione possa avvenire, bisogna fornire le condizioni iniziali y0 e il 

tempo per il quale verrà effettuato il calcolo. Fatta l’assegnazione espressa dalla (36), si 

procede con la determinazione di un polinomio che interpoli la curva della coppia in 

funzione del tempo, mediante il comando polyfit presente in Matlab. Infatti, la funzione 

ODE45 ripeterà i tentativi di integrazione finchè  i residui non rientrino nelle tolleranze 

scelte e in un qualsiasi istante di tempo; ciò vuol dire che non si dovrà avere la coppia 

definita per un numero discreto di intervalli di tempo, ma essa dovrà essere definita da 

un polinomio in funzione sempre del tempo. Nella figura seguente si può notare come 

l’andamento interpolato della coppia e quello definito in precedenza (in assenza 

dell’elemento viscoelastico) siano praticamente sovrapposti. 

 

 
Figura 3.18 Confronto tra la coppia interpolata e quella effettiva senza l’elemento viscoelastico 
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Successivamente, poiché l’espressione (35) richiede il calcolo della matrice Jacobiana e 

del vettore γ, sarà necessario aggiornare queste grandezze. Si vuole porre l’attenzione 

sul fatto che anche in questo caso bisogna eliminare l’ultima riga della matrice 

Jacobiana corrispondente al vincolo di moto per i motivi esposti in precedenza.  

In seguito viene valutata l’espressione (36) e poi viene eseguita l’integrazione dalla 

funzione ODE45 che determinerà velocità e posizioni al tempo t+dt. I risultati ottenuti 

sono molto vicini a quelli determinati nella cinematica, infatti le curve relative alle 

diverse coordinate generalizzate risultano praticamente coincidenti. Per quanto riguarda 

posizioni e velocità, gli errori registrati non sono significativi; solo nel caso delle 

accelerazioni si è verificato un discostamento dai risultati della cinematica. Tuttavia 

l’errore massimo è confinato all’8% per l’accelerazione �8( all’istante di tempo 5 s. Di 

seguito si riportano i grafici relativi al confronto tra cinematica e dinamica diretta in 

termini di posizioni, velocità e accelerazioni. 

 

 
Figura 3.19 Confronto cinematica e dinamica diretta con integrazione ODE45 – q1 

 
Figura 3.20 Confronto cinematica e dinamica diretta con integrazione ODE45 – q2 



Analisi dinamica 

 

42 

  

 
Figura 3.21 Confronto cinematica e dinamica diretta con integrazione ODE45 – q3 

 
Figura 3.22 Confronto cinematica e dinamica diretta con integrazione ODE45 – q4 

 
Figura 3.23 Confronto cinematica e dinamica diretta con integrazione ODE45 – q5 
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Figura 3.24 Confronto cinematica e dinamica diretta con integrazione ODE45 – q6 

 
Figura 3.25 Confronto cinematica e dinamica diretta con integrazione ODE45 – q7 

 
Figura 3.26 Confronto cinematica e dinamica diretta con integrazione ODE45 – q8 
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Figura 3.27 Confronto cinematica e dinamica diretta con integrazione ODE45 – q9 

 
Figura 3.28 Confronto cinematica e dinamica diretta con integrazione ODE45 – qp1 

 
Figura 3.29 Confronto cinematica e dinamica diretta con integrazione ODE45 – qp2 
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Figura 3.30 Confronto cinematica e dinamica diretta con integrazione ODE45 – qp3 

 
Figura 3.31 Confronto cinematica e dinamica diretta con integrazione ODE45 – qp4 

 
Figura 3.32 Confronto cinematica e dinamica diretta con integrazione ODE45 – qp5 
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Figura 3.33 Confronto cinematica e dinamica diretta con integrazione ODE45 – qp6 

 
Figura 3.34 Confronto cinematica e dinamica diretta con integrazione ODE45 – qp7 

 
Figura 3.35 Confronto cinematica e dinamica diretta con integrazione ODE45 – qp8 
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Figura 3.36 Confronto cinematica e dinamica diretta con integrazione ODE45 – qp9 

 
Figura 3.37 Confronto cinematica e dinamica diretta con integrazione ODE45 – qpp1 

 
Figura 3.38 Confronto cinematica e dinamica diretta con integrazione ODE45 – qpp2 
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Figura 3.39 Confronto cinematica e dinamica diretta con integrazione ODE45 – qpp3 

 
Figura 3.40 Confronto cinematica e dinamica diretta con integrazione ODE45 – qpp4 

 
Figura 3.41 Confronto cinematica e dinamica diretta con integrazione ODE45 – qpp5 
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Figura 3.42 Confronto cinematica e dinamica diretta con integrazione ODE45 – qpp6 

 
Figura 3.43 Confronto cinematica e dinamica diretta con integrazione ODE45 – qpp7 

 
Figura 3.44 Confronto cinematica e dinamica diretta con integrazione ODE45 – qpp8 



Analisi dinamica 

 

50 

  

 
Figura 3.45 Confronto cinematica e dinamica diretta con integrazione ODE45 – qpp9 

Come è possibile notare dalla figura seguente, anche la norma del vettore ψ risulta 

estremamente contenuta.  

 

 
Figura 3.46 Norma del vettore ψ dopo l'integrazione con la funzione ODE45 

Alla luce di quanto mostrato è stato possibile validare i risultati presentati nel capitolo 2. 

Tuttavia, volendo ulteriormente certificare la qualità dei risultati ottenuti mediante la 

funzione ODE45, sono state eseguite delle simulazioni per intervalli di tempo superiori. 

Nello specifico, l’angolo di partenza del membro movente è stato scelto pari a -90° 

(sempre per motivi connessi alle configurazioni particolari che può assumere il 

quadrilatero) ed è stato scelto un tempo di simulazione di 14 secondi.  

Considerando anche in questo caso la velocità angolare del membro movente costante e 

pari a 10 deg/s, il membro movente stesso passa da -90° a 50°, ovvero compie quasi 
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metà giro completo. I risultati delle simulazioni sono congruenti con quelli forniti dalla 

cinematica fino ad un tempo di 12 secondi circa; oltre questo tempo, le soluzioni 

iniziano a non coincidere più, per effetto dell’aumento notevole della norma di ψ. 

Per brevità nelle figure seguenti si riporta il solo confronto relativo alla coordinata q4, 

ovvero la coordinata x del baricentro della biella nel riferimento inerziale e la norma di 

ψ; si può notare come, nel momento in cui la norma si allontana dallo 0, la soluzione 

determinata con ODE45 inizia a non coincidere con quella esatta.  

Risultati di questo tipo si sono ottenuti anche per le restanti posizioni, velocità e 

accelerazioni. 

 

 
Figura 3.47 Confronto tra cinematica ed ODE45 relativo alla coordinata q4 per un tempo di 

simulazione di 14 s 

 
Figura 3.48 Norma di ψ dopo integrazione con ODE45 e per un tempo di simulazione di 14 s 

Come si può notare, quest’ultima metodologia di integrazione consente di ottenere 

risultati sufficientemente buoni anche per tempi di simulazione che superano quello 

richiesto.  
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Si vuole precisare che anche per l’espressione di Udwadia-Kalaba e l’integrazione 

mediante il comando ODE45 è possibile utilizzare la stabilizzazione di Baumgarte. Per 

fare ciò è sufficiente sottrarre al vettore γ presente nell’espressione (35) il termine 

+2s2 � t�.  

Come discusso in precedenza, questo termine rappresenta la violazione dei vincoli; 

tuttavia, poiché mediante la formulazione di Udwadia-Kalaba i problemi del calcolo 

delle accelerazioni e dei moltiplicatori di Lagrange sono disaccoppiati,  i moltiplicatori 

stessi non risultano influenzati dal termine che esprime la violazione dei vincoli. 

Inizialmente, per stabilizzare la soluzione si è visto in che maniera la norma del vettore 

ψ fosse influenzata dai coefficienti α e β.  

Si è osservato che, all’aumentare di β, la norma di ψ tende a divergere notevolmente, 

mentre si è registrato un effetto contrario per l’aumento di α.  

Dopo diversi tentativi, si è concluso che la soluzione migliore ottenuta è corrispondente 

alla scelta α=11 e β=1; nella figura seguente è riportato l’andamento della norma di ψ 

corrispondente. 

 

 
Figura 3.49 Norma del vettore ψ dopo integrazione con ODE45 e la stabilizzazione di Baumgarte 

Come si può notare, purtroppo non si è riusciti ad ottenere la condizione di 

smorzamento critico desiderata.  

Tuttavia, dopo un picco iniziale, la norma di ψ risulta contenuta entro certi limiti; questo 

risultato sicuramente è migliore di quello presentato in Figura 3.46 in quanto la crescita 

della norma risulta limitata nel tempo.  

In conseguenza della stabilizzazione della norma di ψ, si verifica, chiaramente, che le 

coordinate generalizzate così determinate approssimano in maniera migliore la 

soluzione esatta.  
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A titolo di esempio si osservi nella figura seguente l’andamento di q4 e lo si confronti 

con la Figura 3.47. 

  

 
Figura 3.50 Confronto tra cinematica ed ODE45 relativo alla coordinata q4 per un tempo di 

simulazione di 14 s dopo la stabilizzazione di Baumgarte 

Malgrado non si sia riusciti ad ottenere la condizione di smorzamento critico, il 

confronto precedentemente proposto evidenzia comunque il miglioramento in termini di 

risultati ottenuto grazie alla stabilizzazione di Baumgarte.  
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4 Conclusioni  

Il lavoro svolto ha permesso di approfondire le potenzialità della tecnica multibody. 

Si è partiti dall’analisi cinematica, impostando un sistema di equazioni trascendentali 

risolto grazie al solutore fsolve implementato in Matlab. 

Successivamente si è potuta calcolare la coppia necessaria al soddisfacimento del 

vincolo di moto imposto; questa coppia è risultata piuttosto elevata e ciò ha provocato 

alcuni problemi nell’applicazione del metodo delle differenze finite relativo all’analisi 

dinamica diretta. Per quanto riguarda quest’ultimo tipo di analisi,  inizialmente è stato 

scelto come metodo risolutivo proprio quello delle differenze finite poiché è di facile 

implementazione e consente di fornire risultati sufficientemente buoni, seppur con i 

limiti discussi in precedenza.  

Successivamente è stato implementato un metodo di integrazione più avanzato mediante 

la funzione ODE45: in questo caso si sono ottenuti risultati migliori ma 

l’implementazione si è rivelata più difficoltosa. Tuttavia, grazie ai risultati ottenuti con 

questo metodo, si sono potuti ulteriormente validare i risultati ottenuti nella cinematica. 

L’ultima verifica fatta al capitolo precedente, inoltre, ha permesso di mettere in luce 

anche una grande differenza tra l’integrazione con ODE45 e quella mediante le 

differenze finite; mentre per quest’ultimo caso, col procedere del tempo di simulazione, 

i risultati forniti si discostano sempre di più dalla soluzione esatta, con il primo metodo 

si riescono ad ottenere risultati soddisfacenti anche per tempi di simulazione più lunghi. 
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