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Abstract

Confronto tra la soluzione analitica e la soluzione numerica di
un’aletta di raffreddamento a sezione cilindrica. La soluzione
numerica ¢ sviluppata con un’approssimazione del primo e del

secondo ordine sulle condizioni al contorno, il tutto implementato in
linguaggio Fortran per il calcolo numerico ed usando un semplice
codice in Octave per il post-processing dei dati.
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1 Introduzione

Il problema fisico analizzato riguarda lo scambio termico per convezione e
conduzione di un’aletta di raffreddamento a sezione cilindrica, considerata
isolata all’estremita. L’equazione che regola il fenomeno fisico si ricava dal
bilancio termico tra conduzione all’interno dell’aletta e convezione estera con
I’aria:

— kAg—gb = —kAg—Zbﬂm + hPdx(T, — Tw) (1)
che viene poi semplificata in virtu delle seguente ipotesi sul problema in
esame:

e condizioni stazionarie;

problema monodimensionale;

temperatura esterna costante;

sezione dell’aletta costante;

proprieta termofisiche costanti.
Possiamo quindi porre I'equazione differenziale nella seguente forma:

0*T

dove

hP

kA

Sono stati considerati i valori numerici riportati in tabella

W .
m2K’

m2:

e coefl di scambio convettivo h = 500

W .
mK’

e temperatura ambiente esterna T, = 20 °C;

e conduttivitd termica k£ = 40

e temperatura della superficie da raffreddare T,,, = 200 °C;
e raggio dell’aletta r =5 mm;

e lunghezza dell’aletta L =5 cm.



2 Soluzione analitica

La soluzione analitica e stata ricavata integrando 1’equazione 2 nella forma:

%0
dove
0=T—"T,

ottenendo quindi:

§ = Bcosh(mx) + Csinh(mz)

Si impone ora una condizione di Dirichlet per x=0, trovando la costante B:

0 =T, —T =B

mentre per la seconda condizione al contorno si impone l’assenza di scam-
bio termico all’estremita dell’aletta (avendo supposto la medesima isolata
all’estremita):

00
& 4
ke =0 (4)

ricavando cosi la costante di integrazione C':

C' = —Atgh(mL)
La soluzione analitica ¢ ora totalmente nota conoscendo le due costanti di
integrazione B e C"
cosh(m(L — z))
cosh(mL)




3 Soluzione numerica

Consideriamo nuovamente I’equazione differenziale che descrive I'intero feno-
meno fisico:

20
g0z =Y

3.1 Griglia di calcolo

La discretizzazione del problema e stata effettuata considerando il problema
monodimensionale, creando quindi una griglia di calcolo lungo I’estensione
dell’aletta. La lunghezza L ¢ stato suddivisa in M nodi considerando come
nodo 0 il punto di contatto tra ’aletta e la superficie dalla quale deve estrarre
calore e come nodo M il punto estremale dell’aletta, ossia quello isolato.
L’intervallo tra due nodi e stato calcolato come la lunghezza dell’aletta diviso
il numero di nodi:

3.2 Discretizzazione

L’equazione 3 nella pagina precedente e stata discretizzata utilizzando le
differenze centrali:

Oi1 —20; + 0,1
Ax?

Trasformando ’equazione appena ricavata e possibile porla in forma matri-
ciale:

02'4_1 + (—2 - m2Ax2)02- + 01'4_1 =0 (7)

Con questa forma e possibile costruire una matrice dei coefficienti delle
temperature incognite T, che risultera essere tri-diagonale e quadrata:

[A{T} = {B} (8)

3.3 Condizioni al contorno

Imponiamo prima la condizione al contorno per x=0, che ¢ una condizione
esatta di Dirichelt senza quindi alcun grado di approssimazione:



0o = 0;

Che corrisponde quindi ad avere una prima riga del sistema 8 nella pagina

Per la condizione al contorno per x=L utilizziamo un’approssimazione del
primo e del secondo ordine per ottenere un confronto delle due soluzioni:

060
o et =0 (9)

3.3.1 1° ordine

Approssimando la condizione 9 al primo ordine si ottiene:

Orr — Orr—
Az

E quindi per I'ultima riga del sistema 8 nella pagina precedente otteniamo:

=0

—Op—1+ 0 =0

3.3.2 2° ordine

Approssimando la condizione 9 al secondo ordine si ottiene invece:

Orig1 — Onr—1
2A\x

E quindi sostituendo 'incognita fittizia 6,1 nella soluzione generale 7 nel-
la pagina precedente si ottiene per I'ultima riga del sistema 8 nella pagina
precedente:

=0

(—2 — m2Ax2)9M -+ 2(9]\/[ =0

4 Programma in Fortran

Il programma elaborato in codice Fortran e diviso in diverse subroutine ognu-
na con particolari compiti, al fine di rendere 'interno programma modulare.



4.1 Griglia

Questa subroutine crea la griglia di calcolo per I’analisi numerica e anche i
nodi in cui calcolare specularmente la soluzione analitica per permetterne un
equo confronto.

4.2 Analitica

Costruisce la soluzione analitica in forma generale senza calcolarla per ogni
nodo in esame, questa operazione sara successivamente svolta all’interno del
main del programma con un apposito ciclo do.

4.3 Numerical

Nella subroutine numerical viene costruito il sistema di equazioni algebriche
posto nella forma matriciale 8 a pagina 5, con un’approssimazione del primo
ordine sulla condizione al contorno

4.4 Numerica2

Specularmente alla subroutine numerical, questo codice genera invece la so-
luzione del secondo ordine dello stesso problema. Ottenendo quindi una
matrice dei coefficienti di stessa dimensione del problema approssimato al
primo ordine.

4.5 Solve

La subroutine Solve si occupa di calcolare la soluzione del problema lineare 8
a pagina 5. Effettua prima un pivoting tra le righe della matrice A per
minimizzare gli errori numerici; poi riduce a triangolare superiore la matrice
stessa ed infine trova le incognite procedendo in backward.

4.6 Errori

In tale subroutine vengono calcolati gli errori relativi e gli errori assoluti delle
soluzioni numeriche del primo e del secondo ordine:

Errass - Tamz - Tnum

Err s

- 100

Errpg =
ana



Tali informazioni sono necessarie per un corretto confronto tra le soluzioni
ricavate, specialmente in un’ottica di confronto con la soluzione analitica
esatta. Tale subroutine viene quindi richiama alla fine del programma, dopo
aver calcolato la soluzione analitica e le due soluzioni numeriche.

4.7 Salvataggio dati

Nel main principale vengono anche effettuati due cicli do finali per stampare
a video i risultati trovati nonche per salvarli in un file (dati.txt). All'interno
del file abbiamo quindi una sintassi ordinata riassunta nella tabella

L[Cm] Tana Tnuml Tnum2 Errassl Errass2 ETTT@Z]. ErrrelQ

0 200 200 200 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0 144 144 144 0.30109 0.26318 0.07215 0.06307
1 105 106 106 0.44681 0.36578 0.11792 0.09653

o~ O |2

Tabella 1: Risultati numerici dal programma in Fortran

5 Post-Processing

Per il post-processing e stato utilizzato il software freeware Octave, dove sono
stati importati i dati numerici salvati nel file dati.txt. E stato quindi scritto
un programma in grado di plottare i risultati numerici della varie soluzioni e
permettendo un rapido esame della bonta delle soluzioni numeriche nonche
un confronto diretto degli errori relativi e assoluti tra ’approssimazione del
primo ordine e quella del secondo ordine. In figura 1 nella pagina successiva
sono stati confrontati i risultati tra la soluzione analitica e le due soluzioni
numeriche per un numero di nodi pari a 5. Appare evidente la differenza
quantitativa tra la soluzione esatta e le numeriche approssimate. Aumentan-
do il numero di nodi, in particolare oltre i 30 nodi non si nota piu alcuna
apprezzabile differenza, come si vede in figura 2 a pagina 10.

Si riportano anche i grafici dell’errore assoluto e dell’errore relativo per una
discretizzazione di 30 nodi in figura 3 a pagina 11 e 4 a pagina 12; non
appare una visibile differenza tra la soluzione approssimata al primo ordine
e la soluzione approssimata al secondo ordine.
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Figura 1: Confronto delle soluzioni con 5 nodi
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Figura 2: Confronto delle soluzioni con 30 nodi
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Figura 3: Errore assoluto con 30 nodi
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Errore relativo
0.25
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Figura 4: Errore relativo con 30 nodi
6 Conclusioni

Si e osservata una indipendenza numerica dalla griglia di calcolo imponendo
un numero di nodi maggiore di 30. La soluzione approssimata al secondo
ordine in ogni caso approssima meglio la soluzione analitica.
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Codice Fortran

Nel seguente listato sono state inserite anche le subroutine utilizzate nel main
principale

program aletta

implicit none

! Valore di pi greco

REAL, PARAMETER :: pi = 4xatan(1.0)

!'Dati del problema

© 0w N 3 U s W N

o
[=}

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43

real,parameter :: T_sup=200+273 , T_amb=20+273 , L=0.05 ,h=500
real,parameter :: k=40, r=0.005, Area=pi*r**x2, P=2+%pixr
real :: c=sqrt((hxP)/ (k*Area))

real T,x,dx
integer i
integer,parameter :: M=30

real,dimension(0:M, 0:M+1) : : A=0

real, dimension(0:M):: Tnuml, Tnum2, Tana,Err_assl,Err_ass2,Err_rell,Err_rel2
rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrtttigriglialt trrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr ey

call griglia (L,M,dx)

x=0

trerrrrrrrrrrrrrililsoluzione analiticaltitrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrnd

do 1=0,M

call analitica(T-sup,T-amb,L,c,T, x)
Tana (1)=T

x=x+dx

enddo

!Approx del primo ordine

write (x,*) 'Calcolo soluzione numerica del primo oridine'’

call numerical (T_sup,T.amb,dx,c,A,M)

!Risolve 11 sistema lineare con l'eliminazione di Gauss
call SOLVE (A, Tnuml, M+1)

Tnuml=Tnuml+T_amb

!Approx del secondo ordine

write(x, ) 'Calcolo soluzione numerica del secondo oridine'
call numerica?2 (T_.sup,T-amb,dx,c,A,M)

'Risolve il sistema lineare con l'eliminazione di Gauss

call SOLVE (A, Tnum2,M+1)
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44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56

58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92

Tnum2=Tnum2+T_amb

!Calcolo degli errori numerici assoluti e relativi
call errori(Tana, Tnuml, Tnum2,Err_assl,Err_ass2,Err_rell,Err_rel2,M)

!'Stampa a video
write (*, ) 'nod R [cm] T_analit T_numerl &
&T_numer2 Err_assl Err_ass?2 Err_rell Err_rel2'

do 1i=0,M

write(%," (I4,4F9.3,4F9.5)") i, dx*ix100, Tana(i)—273 ,&

& Tnuml (i)—273 , Tnum2 (i)—273, Err_assl (i), Err_ass2 (i), Err_rell (i), Err_rel2 (i)
enddo

!Salva su un file

open (unit=11, file='dati.txt")

write (x, *) 'Salvataggio su file'

DO i=0,M

write(11," (I4,4F9.3,4F9.5)") i, dx*ix100, Tana(i)—273 ,&

& Tnuml (i)—273 , Tnum2(i)—273, Err_assl (i), Err_ass2 (i), Err_rell (i), Err_rel2 (i)
ENDDO

close (11)

end program aletta

subroutine griglia (L,M,dx)
implicit none

real L,dx

integer M

dx=L/M

end subroutine griglia

subroutine analitica(T_sup,T.amb,L,c, T, x)
implicit none
real :: T_sup,T.amb,L,c,T,x

T= T_amb + (T_sup—T_amb) * (cosh (c* (L—x)) )/ (cosh (c*L))
end subroutine analitica

subroutine numerical (T-sup, T-amb,dx,c,A,M)
implicit none

real T_sup,T.amb,dx,c

integer i,M

real, dimension(0:M,0:M+1):: A
do i=0,M
1if (i==0) then

14



121
122
123
124

126
127
128
129
130
131
132

134
135
136
137

139
140
141

A(i,1)=1
A(i,M+1)=T_sup—T_amb

elseif (1—=M)then
A(i,i—1)=-1.0
A(i,i)=1.0
A(i,M+1)=0

else
A(i,i+1)=1.0
A(i,1)=—2—(dx*c) *=*2
A(i,i—1)=1.0
A(i,M+1)=0

endif

enddo

end subroutine numerical

subroutine numerica?2
implicit none

(T_sup, T_amb, dx, c,A,M)

real T_sup,T.amb,dx,c

integer i,M

real, dimension(0:M,0:M+1):: A

do 1=0,M

if (i==0) then
A(i,i)=1
A(i,M+1)=T_sup—T_-amb

elseif (i==M)then
A(i,i—1)= 2.0
A(li,1)= —2—(dx*c) **2
A(i,M+1)=0

else
A(i,i+1)=1.0
A(l,1)=—2—(dx*c) **2
A(i,i—-1)=1.0
A(i,M+1)=0

endif

enddo

end subroutine numerica?2

SUBROUTINE SOLVE (a,

Xy
!Subroutine to solve a set of simultaneous linear equations in

n)

!'Declarations
IMPLICIT NONE
INTEGER, INTENT(IN) :: n
REAL, DIMENSION (n,n+1) :: a
REAL, INTENT (OUT), DIMENSION(n) :: x
INTEGER i,3,k !Counters for Loops

15

'n' variables

!Stores the number of unknowns

!Array to store the solutions



142 INTEGER :: largest

143 REAL :: temp, m, sums

144 m =0

145 !Solve Using Gaussian Elimination

146 x = 0

147 DO k =1, n—1

148

149 largest = k

150 'Find largest coefficient of first unknown
151 DO j =k, n

152 IF (ABS(a(j, k)) > ABS(a(largest,k))) largest = j
153 END DO

154 !'Pivoting

155 DO j =1, n + 1

156 temp = a(k, 3Jj)

157 a(k,j) = a(largest, j)

158 a(largest, j)=temp

159 END DO

160 !Convert the input matrix to Upper Traingualar form
161 DO j = k+1, n

162 m = a(j,k)/a(k,k)

163 DO i = k+1, n+l

164 a(j,i) = a(j,i) — mxa(k,1)

165 END DO

166 END DO

167

168 x(n) = a(n,n+1l)/a(n,n)

169 !Find the remaining unknowns by back—substitution
170 DO i = n—1, 1, —1

171 sums = 0

172 DO j = i+1, n

173 sums = sums + a(i, J)*x(])

174 END DO

175 x(1) = (a(i,n+l) — sums)/a(i,1i)

176 END DO

177 END DO

179 END SUBROUTINE SOLVE

181 Subroutine errori (Tana, Tnuml, Tnum2,Err_assl,Err_ass?2,Err_rell,Err_rel2,M)
182 implicit none

183 integer i, M

184 real, dimension(0:M):: Tnuml, Tnum2, Tana, Err_assl,Err_ass2,Err_rell,Err_rel2

187 Err_assl(i)= abs(Tana (i)—Tnuml (1))
188 Err_ass2(i)= abs(Tana (i)—Tnum2 (1))
189 Err_rell(i)= Err_assl(i)/Tana (i) *100
190 Err_rel2(i)= Err_ass2(i)/Tana (i) 100
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enddo

end subroutine errori

Codice Octave

clear all

$Importa i dati del programma in Fortran

T=load('dati.txt');

%$Limite dell'asse x per i grafici

XL=[T(1,2) T(length(T(:,2)),2)]

%$Soluzione analitica e numeriche

plot (T(:,2),T(:,3),T(:,2), T(:,4),T(:

title('Temperatura aletta')
grid on

xlabel ('Lunghezza [cm]")

x1im (XL)

ylabel ('Temperatura [gradi C]")

legend('Soluz analitica', 'Soluz numerica 1 ord', 'Soluz numerica 2 ord'")

%$Errore assoluto
figure

plot (T(:,2),T(:,6),T(:,2),T(:,7))

title('Errore assoluto')
grid on

x1im (XL)

xlabel ('Lunghezza [cm]")
ylabel ('Err")

legend ('Primo ordine', 'Secondo ordine')

$Errore relativo
figure

plot (T(:,2),T(:,8),T(:,2),T(:,9))

title('Errore relativo')
grid on

x1im (XL)

xlabel ('Lunghezza [cm]")
ylabel ("Err %')

legend ('Primo ordine', 'Secondo ordine')
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